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摘要: 对受迫阻尼振动系统 3 种情况的动力学行为以及它们的能量状况作了较深入的定量研究,该研究对分

析我们遇到的实际受迫振动系统有一定的指导意义.
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  我们知道,几乎所有的振动系统都受到各

种阻力的影响, 如空气阻力、摩擦力等. 同时, 系

统只有在策动力的作用下才能维持振动. 振动

是在阻力和受迫力的共同作用下发生的, 它还

受到系统固有频率的制约.因此,对不同的阻尼

因数 C, 受迫力频率 X, 以及系统固有圆频率

X0,系统振动情况都会不同.那么,它们是怎样

影响系统的振动呢? 下面,我们就这个问题作

定量研究.

受迫振动的动力学方程为
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其中 C为阻尼因数, X0 为系统的固有频率.

微分方程( 2)的特征方程为 A
2
+ 2CA+ X

2
0

= 0, 由此可解出

A= - C? C2 - X2
0 (3)

根据 C2 与 X2
0 的关系,可得出齐次解的 3种不

同形式分别为:
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设方程( 2)的特解形式为 x
*
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bsin Xt ,代入方程后解得

x * =
F0( X

2
0- X2)

m ( X2 - X2
0)

2+ 4 mC2X2 cos Xt+

 
2F0CX

m( X2 - X2
0 )

2 + 4mC2 X2 sin Xt =

 
F 0

m ( X2- X2
0)

2+ 4C2X2
cos( Xt - H) ( 7)

其中 tan H=
2CX
X2- X2

0
, H是受迫力与受迫阻尼振

动系统的相位差.

给定初始条件为 t = 0, x 0 = A , v 0 = 0, 便

可求出待定系数,从而得出微分方程的完全解.

由式(4)和特解式(7)可得

x = e- Ct A +
F 0sin H

m ( X2 - X2
0 )

2 + 4C2 X2
cos Xct +

CA +
F 0( Csin H- Xcos H)

m ( X2- X2
0)

2+ 4C2 X2 )

Xc sin Xct
+

F 0

m ( X2 - X2
0 )

2+ 4C2X2
cos( Xt - H) ( 8)

根据式( 8) , 我们使用计算机进行数值计
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算,得到在 C2< X2
0 下, 系统的振动在不同受迫

力频率 X下随时间变化状况的曲线,如图 1所

示.

图 1

图 1中 3条曲线取同一 C值, 从图中可以

看出: 1) 系统在 C较小, 即所受阻尼较弱的情

况下,系统受强迫力作用的效果比较明显,系统

很快就能达到谐振状态; 2) 在 X和 X0 相等时

振幅衰减得最小,对于受迫力频率偏离固有频

率的受迫振动振幅衰减较快; 3) 对于受迫频率

大于固有频率的振动衰减要比受迫频率小于固

有频率的振动衰减更快.

根据初始条件和式( 5) .特解式(7) ,我们得

到当 C2> X2
0 时的解为
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根据式(9) , 我们进行了数值计算, 得到在

C2> X2
0下系统的振动在不同受迫力频率 X下

随时间变化状况的曲线, 如图 2所示.

图 2中 3条曲线取同一 C值,从图中可以

图 2

明显看出: 1) 在阻尼较大的情况下, 振动衰减

到谐振状态时所需的时间较短; 2) 当 X和 X0

相等时, 振幅衰减得最小, 而当 X 大于 X0 时,

振幅衰减得较大, 当 X小于 X0 时,振幅衰减得

较小; 3) 在 X和 X0 相同时,振动不需要经过调

整阶段就能很快达到谐振状态, 而当 X大于或

小于 X0时,振动会出现一系列的调整阶段才能

达到振幅恒定的谐振状态.

根据初始条件和式(6)、特解式( 7) ,我们得

到当 C2= X2
0 的第三种情况下微分方程的解为
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F0sin H
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对式(10)进行数值计算,得到系统的振动在不

同受迫力频率 X下随时间变化状况的曲线,如

图 3所示.

图 3中 3 条曲线取同一 C值,从图中可以

明显看出: 1) 系统在极短时间内就能达到谐振

状态; 2) 当 X和 X0 相等时,振幅衰减得较小,

当 X小于 X0 时次之, 当 X大于 X0 时,振幅衰

减较大; 3) 只有在 X大于 X0时,振幅才有一个

比较平缓的调整状态,而其余两种情况不存在

调整阶段就能达到稳定状态.

系统的固有频率 X0 对系统的振动也有影

响.我们对第一种情况下系统振动在不同固有
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图 3

频率 X0 下随时间的变化状况进行了计算, 曲

线如图 4所示.

图 4

图 4中 3条曲线取同一 C值. 从图中可以

明显看出: 1) 系统由于受到受迫力的作用, 最

终也能达到振幅恒定的谐振状态; 2) 当 X0 取

某一确定值时, 受迫力对系统的影响不大,系统

基本上维持原来的振幅, 如曲线( b)所示.当 X0

小于该值时,受迫力对系统的影响较大,使系统

的振幅增大, 如曲线( a)所示. 当 X0 大于该值

时,受迫力会使系统的振幅减小, 如曲线( c)所

示.

下面研究受迫振动系统的能量问题.

根据 v = dx
dt
和E= 1

2
kx

2+ 1
2
mv

2
,我们分

别研究了当 C2< X2
0, C

2> X2
0 和 C2= X2

0 的 3种

情况下受迫阻尼系统的总能量随时间的变化关

系,图 5是在系统固有频率 X0 不变的情况下,

系统的能量在不同阻尼因数 C下随时间变化

的状况.

从图中可以看出: 1) 由于系统受到阻力的

图 5

作用,开始时能量会有一定的衰减,但系统受到

的受迫力又使能量不会衰减为零,而是在一个

恒定的范围内上下波动; 2) 系统受到阻力不

同,即阻尼因数大小不同,又会使能量的衰减量

有所不同, 当阻尼因数较小时, 能量衰减得较

小,当阻尼因数较大时, 能量也衰减得较大; 3)

系统的能量在 3种情况下都有一个调整状态.

另外,我们还计算了当 C2< X2
0 时, 阻尼因

数 C以及系统固有频率 X0 不变的情况下, 系

统能量在不同受迫力频率 X下随时间变化的

曲线,如图 6所示.

图 6

从图中可以看出: 1) 系统由于受到阻力的

作用,能量有一定的衰减,但由于受迫力的作用

不至于使能量衰减为零; 2) 在受迫力频率 X跟

系统的固有频率 X0 相等时, 系统的能量衰减

得最小,而在 X大于或小于固有频率 X0 时,能

量衰减得较大.

综上,我们可以得出以下结论: 1) 阻尼因
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数较大时,系统的能量以及振幅衰减得较大; 2)

受迫力的频率大于或小于系统固有频率时, 阻

力破坏系统振动同步性的机会增多,系统的阻

尼增大, 振幅和系统的能量减小; 3) 只有当受

迫力频率和系统固有频率相等时, 系统所受影

响较小,因此振幅和能量衰减都较小.如果要求

系统的振幅和能量的损失都较小时,应选择受

迫力频率尽可能地和固有频率相同; 4) 当受迫

力频率与固有频率不一致时, 应选择受迫力频

率小于固有频率,这样才能保证系统的能量和

振幅损失不大.

通过以上的讨论, 我们得到受迫阻尼振动

系统许多新的物理特性. 这对于研究实际的受

迫阻尼振动系统具有一定的指导意义.
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